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Resumé :

De nombreuses disciplines étudient des entités interagissant entre eux par pairs: interactions entre
individus en sociologie, entre especes animales en biologie, entre particules en physique, etc. Les
individus sont souvent groupés en communautés, et deux individus appartenant a une méme
communauté ont plus de chances d’interagir entre eux. La détection de communauté réfere a la
prédiction non supervisée des communautés de chaque individu a partir de la seule observation
des interactions entre les pairs d’individus [4].

Ces 20 dernieres années, la détection de communauté a généré de nombreux intéréts, et de nom-
breuses méthodes et algorithmes ont été développés [3]. Plus récemment, I’attention des chercheurs
s’est portée sur les réseaux dynamiques [5] (ol les interactions varient au cours du temps) et sur
les réseaux & plusieurs couches [6] (ou différents types d’interactions peuvent co-exister).

Dans un réseau statique, les interactions sont représentées dans une matrice d’adjacence A, qui
dans le cas le plus simple est une matrice symétrique et binaire, dont 'entrée (ij) est égale
a 1 lorsque les individus 4 et j interagissent entre eux. De ce fait, les données d’un réseau dy-
namique peuvent consister en ’observation d’une liste de T" matrices d’adjacence (A(l)7 . ,A(T)).
Chaque matrice A®) représente une photographie du réseau & l'instant ¢. De maniére équivalente,
I'interaction A;; entre deux individus i et j est un nombre binaire & T' chiffres (i.e., un élément

de {0,1}7).

De maniere générale, nous étudions un modele de graphe aléatoire dans lequel les N noeuds sont
répartis dans K communautés, et les interactions entre pairs de noeuds sont a valeurs dans un
espace mesuré S. Ce modele est paramétré par le vecteur o € [K |V représentant les communautés
de chaque noeud et une collection f = (fre)ree[x] de distributions de probabilité sur S. On
suppose que les interactions entre les pairs de noeuds sont indépendantes, et la probabilité que
deux noeuds 7 et j aient une interaction de type x € S vaut fo,,,(2). Cela définit la distribution
de probabilité
P(Alo) = [ foo,(Ai)

1<i<j<N

d’un tenseur d’interaction A € S¥*N . Nous nous restreindrons au cas homogeéne, ol fi, vaut
fin 81 k = £ et vaut foy sinon. Le probléme d’inférence consiste donc & estimer o étant donné
I'observation de A et la connaissance du nombre de communautés K. Notre travail a deux con-
tributions principales.

Tout d’abord, on commence par énoncer une borne inférieure au nombre d’erreurs faites dans
Pestimation de o par n’importe quel algorithme. Dans le cas de communautés de méme taille,
cette borne se comporte comme exp (f%D), ot D = Dy (fin, fout) est la divergence de Rényi



Congres des Jeunes Chercheurs en Mathématiques Appliquées, Octobre 2021

entre fi, et four. Cela élargit les récents résultats de [8] & un régime non asymptotique qui ne fait
aucune hypothese de régularité sur fi, et fout, ni sur 'espace S. Ensuite, nous montrons que cette
borne peut étre atteinte par un algorithme ad-hoc. Ainsi, dans le cas de communauté de méme
taille, la détection presque exacte ('espérance de la proportion de noeuds faussement classifiés tend
vers 0 quand le nombre de noeuds N tend vers I'infini) est possible si lim ND = oo, et impossible
sinon. Cela donne une extension naturelle aux résultats bien connus du cas S = {0,1} [9, 1]. On
applique ensuite ces résultats a des réseaux dynamiques ou les noyaux d’interaction fi, et fout sont
markoviens, généralisant ainsi les résultats de [7] pour les réseaux & multicouches, ou les couches
sont indépendantes les unes des autres.

Dans une seconde partie, nous présentons divers algorithmes. En particulier, nous proposons
un algorithme basé sur ’estimation de vraisemblance, qui met a jour la prédiction au fur et a
mesure que les observations arrivent. Cet algorithme a une complexité de O(K N2T), qui peut
étre réduite & O(KmT) pour les réseaux diffus, ot m est le nombre moyen d’interaction & un
instant donné. Le code pour reproduire les simulations est disponible a https://github.com/
maximiliendreveton/MarkovSBM.

Pour de plus amples détails et preuves, nous référons & notre preprint [2].
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