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Resumé : Cet exposé présente les résultats obtenus avec J. Lamboley dans [4]. Ils s’inscrivent
dans le domaine de 'optimisation de forme, dont I'objet d’étude est le probléme de minimisation

inf{J(Q), Q € Faa}, (1)

ol ensemble des formes admissibles Faq est une famille de sous-ensembles de R% et J : Foq — R.
Les questions naturellement associées a ce type de probleme sont d’abord celles du calcul de
variations et de I'optimisation : en premier lieu, existe-t-il une forme optimale pour le probleme
(1) ? Une deuxiéme question, qui est celle qui nous occupe dans cet exposé, concerne la régularité
des formes optimales : une solution Q* de (1) est-elle réguliere ? Dans le meilleur des cas il s’agit
de montrer que le bord de Q* peut étre localement paramétré par une fonction d’une certaine
régularité (par exemple de régularité hélderienne CF<).

Nous nous intéressons plus particulierement a des problémes soumis a une contrainte de convexité,
c’est-a-dire pour lesquels Foq C K%, ou K¢ désigne 'ensemble des ouverts convexes non vides de
R?. Dans ce contexte, une solution Q* de (1) est a priori au moins lipschitzienne, puisque Q* s’écrit
localement comme le graphe d’une fonction convexe. Malgré cette régularité initiale, la rigidité de
la contrainte de convexité rend I’écriture d’'une condition d’optimalité et son exploitation délicates
([3]). La difficulté pour monter en régularité réside alors dans la construction de perturbations
admissibles de Q* - de formes 2 convexes ”proches” de 2* en un certain sens - qui soient
appropriées. Une technique souvent efficace consiste a ”couper” Q* ([1], [2]), c’est-a-dire & tester
loptimalité de Q* contre le compétiteur Q* N HT ot H' est un demi-espace bien choisi.

Nous étudions dans [4] le probleme
inf{ P(Q) + R(Q), Q € K4} (2)

ol P désigne le périmetre et R est une fonctionnelle générale satisfaisant certaines hypotheses.
R est & penser comme un “reste”, en le sens ou l'on s’attend a ce qu’elle ne perturbe pas leffet
régularisant du périmeétre souvent observé en optimisation de forme (voir par exemple [5]). Un tel
probleme est dit de type isopérimétrique, en référence au probleme isopérimétrique usuel

inf{ P(Q2),Q c R? mesurable, |Q| =1}

dont 'unique solution est la boule de volume 1 (on a noté |- | la fonctionnelle volume). Le premier
résultat obtenu est le suivant.
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Théoréme 1 Soit d > 2. Supposons que R soit lipschitzienne pour le volume, i.e.
30 >0, V(2 € KY), |R(Q) — R(Y)| < C|QAY, (3)
Alors toute solution de (2) est C1:L.

Une des ambitions de ce résultat est de donner une condition assez générale sur R pour obtenir
la régularité d’un probléme isopérimétrique en toute dimension (la régularité ayant été souvent
obtenue en dimension 2 : [2], [3]). Sa preuve repose sur une méthode qui a été développée dans
[1] pour démontrer un résultat de régularité en calcul des variations : si w est un ouvert convexe
borné de R4, une solution u* de

inf{/ |Vul? + 2fu, u:w — R convexe, ueHl(w)}, ou f € L*™(w) avec /f:O
w w

est Clol(w). La stratégie de [1] repose sur une méthode de coupure. Dans notre probleme (2),
P(Q) joue le role de [ [Vul? et R(Q2) celui de [ 2fu. Cette idée est fondée sur la formule

HITNG,) = / V1+|Vul?, ot Gy = {(z,u(z)),z € w}

avec /1 + |Vu|? (localement) fortement convexe en Vu, ot on a noté H4~! la mesure de Hausdorff
(d — 1)-dimensionnelle. Deux difficultés se présentent pour passer de [1] au Théoréme 1 :

e "Remplacer” [ |Vul? par [ \/1+|Vul?, ot u:w — R parametre 92 pres de x € 9Q.

e Comprendre pourquoi P(£2) se comporte comme fw V14 |[Vu|?. Ce deuxiéme point est plus
délicat et demande de gérer en particulier le fait que G, C .

Nous déduisons du Théoreme 1 des exemples et applications variés, selon la fonctionnelle R. Nous
nous concentrons plus particulierement sur des termes d’énergie issus de la théorie des EDP : les
valeurs propres respectives A et ui du probleme des laplaciens Dirichlet et Neumann. Une partie
importante du travail consiste & montrer que ces deux types de fonctionnelles vérifient (3). Nous
obtenons également un résultat analogue au Théoréme 1 avec ’ajout d’une contrainte de volume
(pour éviter l'aplatissement des suites minimisantes) et d’une contrainte de boite extérieure (pour
éviter la perte de masse & l'infini des suites minimisantes), sans lesquelles I’existence n’est pas
assurée en général. L’un des principaux énoncés est le suivant.

Théoréme 2 Soient F : R®*™ — R lipschitzienne, D C R un ouvert borné et 0 < vy < |D|. Toute
solution du probléme

inf {P(Q) + (A (), s A (), 112(), oo (), 2 € K, Q] = 09, © C D)
est CLL.
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